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Disen˜o geome´trico del perfil de
una pro´tesis de pie mediante splines
Juan Ignacio Ardenghi, Flavia Edith Buffo
Resumen En este trabajo se presenta un problema de disen˜o de una pro´tesis de
pie mediante el uso de la te´cnica de splines. Aplicado como proyecto en un curso
de me´todos nume´ricos muestra la utilidad de la te´cnica para resolver un problema
de un importante impacto en la actualidad. Las pro´tesis de pie para amputados
transtibiales, construidas en fibra de carbono han comenzado a desarrollarse en
Latinoame´rica dado su menor costo econo´mico, lo que las hace ma´s accesibles a
sectores de menores recursos. En el disen˜o y modelamiento de e´stas se busca una
curvatura que permite un almacenamiento ma´ximo de energ´ıa. Estas curvas son
el resultado de la interpolacio´n de un conjunto de puntos que queda determinado
por proporciones dadas por datos generales de la Organizacio´n Mundial de la
Salud, y por ciertos valores antropome´tricos promedio de la poblacio´n. En el
disen˜o del trazador se utilizan rutinas propias de MATLAB.
1 Introduccio´n
Los splines son curvas seccionalmente definidas mediante polinomios, y su uti-
lizacio´n como medio para interpolar esta´ acreditada en su origen al trabajo de I.J.
Schoemberg de 1946 [10]. Esta forma de interpolar, al utilizar polinomios de grado
bajo, logra evitar oscilaciones indeseables encontradas al interpolar polinomios de
grado elevado (el llamado efecto de Runge)[2]. La simplicidad de la representacio´n
y la facilidad de co´mputo los hacen populares para la representacio´n de curvas en
informa´tica, particularmente en gra´ficos por computadoras [3, 4, 7, 5]. Por otro
lado, el aprendizaje basado en problemas, me´todo que aparece como natural en la
ensen˜anza de los me´todos nume´ricos, donde se busca que los alumnos aprendan
a usar el software como herramienta para resolver un problema concreto y no
so´lo quedarse en los fundamentos teo´ricos, exige al docente el disen˜o de proyectos
que involucren aplicaciones directas en problemas reales, que por su dimensio´n
deban ser resueltos asistidos por una computadora, y sin tener que ’recortar’ las
condiciones que los hacen reales en pos de disminuir su complejidad [1]. Sin em-
bargo no resulta fa´cil encontrar problemas reales atractivos para los alumnos, y
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con una complejidad acorde a los contenidos curriculares de la materias. En este
trabajo presentamos los detalles de un problema que puede ser aplicado como
proyecto de estudio, basado en el disen˜o y modelamiento de una pro´tesis de pie
para amputados transtibiales mediante interpolacio´n a trave´s de splines. El tra-
bajo incluye el repaso del me´todo de interpolacio´n mediante splines de grado 3 y
la descripcio´n del disen˜o de la pro´tesis transtibial. Se presentan algunos ejemplos
nume´ricos con sus respectivos disen˜os.
2 Interpolacio´n mediante splines
Definicio´n 1 Dado el conjunto de datos (t0, y0), (t1, y1), . . .(tn, yn), se define
funcio´n spline de grado k a la funcio´n S : IR→ IR que satisface
i) S es un polinomio de grado menor o igual que k en cada intervalo [ti−1, ti).
ii) S tiene k − 1 derivadas continuas en [t0, tn].
Esto es, sobre cada intervalo S esta´ definido por un polinomio diferente Si de
grado k
S(x) =

S0(x) x ∈ [t0, t1)
S1(x) x ∈ [t1, t2)
...
Sn−1(x) x ∈ [tn−1, tn)
Si bien los splines se definen de grado k el ma´s empleado es el spline cu´bico
(k = 3), su popularidad se debe al equilibrio que se obtiene entre la suavidad
requerida en la funcio´n interpolante y el costo aritme´tico necesario para calcularla.
Cada uno de los polinomios cu´bicos Si(x) tiene cuatro coeficientes, por lo tanto
el spline cu´bico S tiene 4n coeficientes que deben ser determinados. Dado que
Si es cu´bico en [ti, ti+1], S ′′ es lineal, nombrando zi = S ′′i (xi) y zi+1 = S
′′
i (xi+1),
integrando dos veces y usando las condiciones de interpolacio´n, se obtiene el
polinomio Si
Si(x) =
zi
6hi
(ti+1 − x)3 + zi+16hi (x− ti)
3 + (
yi+1
hi
− hizi+1
6
)(x− ti)+
4
+(
yi
hi
− hizi
6
)(ti+1 − x)
para todo i = 0, . . .n − 1, donde hi = ti+1 − ti y z0, z1, . . . , zn son inco´gnitas.
Utilizando las condiciones de continuidad de S, S ′ y S ′′ se tiene
hi−1zi−1 + 2(hi−1 + hi)zi + hizi+1 =
6
hi
(yi+1 − yi)− 6
hi−1
(yi − yi−1)
para todo i = 1, . . . , n− 1. Se tiene as´ı un sistema de n− 1 ecuaciones con n+ 1
inco´gnitas. Luego hay dos inco´gnitas que se pueden elegir arbitrariamente. La
funcio´n que resulta de la eleccio´n z0 = zn = 0 se la conoce como spline cu´bico
natural. En este caso se obtiene un sistema tridiagonal sime´trico Az = b donde
la matriz de los coeficientes es
2(h0 + h1) h1 0 0 . . . 0
h1 2(h1 + h2) h2 0 . . . 0
0 h2 2(h2 + h3) h3 . . . 0
...
...
...
...
...
...
0 . . . . . . hn−3 2(hn−3 + hn−2) hn−2
0 . . . . . . 0 hn−2 2(hn−2 + hn−1)

∈ IR(n−1)×(n−1)
z1
z2
...
...
zn−2
zn−1

∈ IR(n−1) y d =

b1 − b0
b2 − b1
...
...
bn−2 − bn−3
bn−1 − bn−2

∈ IR(n−1)
siendo bi = 6hi (yi+1 − yi)
Esta estructura tridiagonal se puede aprovechar utilizando elme´todo de Thomas
descripto en la subseccio´n siguiente.
2.1 Me´todo de Thomas
Este en un algoritmo econo´mico para resolver sistemas de ecuaciones lineales
con matrices con una estructura tridiagonal. Para ello se escribe la matriz de la
siguiente manera:
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A =

a1 c1 0 0 . . . . . . 0
b2 a2 c2 0 . . . . . . 0
0 b3 a3 c3 . . . . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 . . . . . . . . . bn−1 an−1 cn−1
0 . . . . . . . . . 0 bn an

Puede demostrarse [2] que la factorizacio´n LU de A es

1 0 0 0 . . . . . . 0
β2 1 0 0 . . . . . . 0
0 β3 1 0 . . . . . . 0
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 . . . . . . . . . βn−1 1 0
0 . . . . . . . . . 0 βn 1


α1 c1 0 0 . . . 0
0 α2 c2 0 . . . 0
0 0 α3 c3 . . . 0
...
...
...
...
...
...
0 . . . . . . 0 αn−1 cn−1
0 . . . . . . 0 0 an

donde α1 = a1, βi = biαi−1 , αi = ai − βici−1 i = 2, . . . , n.
Con la factorizacio´n LU de la matriz del sistema, la solucio´n de e´ste se obtiene
ra´pidamente mediante los conocidos algoritmos de sustitucio´n hacia adelante y
hacia atra´s. Dado que el valor de α1 es inmediato, solo es necesario el ca´lculo de
los 3n− 1 coeficientes restantes mediante las fo´rmulas descriptas para completar
la factorizacio´n.
Para mayor informacio´n se pueden consultar los textos de Atkinson [2], Bur-
den y Faires [3], Chapra y Canale [4], Nieves y Dominguez [7] y Kinkaid y Cheney
[5] por mencionar algunos.
3 Disen˜o de la pro´tesis
El proyecto se fundamenta en el disen˜o de una pro´tesis de pie para ser construida
en fibra de carbono. La fibra de carbono con recubrimiento de resina pla´stica
es un material dina´mico disen˜ado originalmente para aplicaciones aeroespaciales
y de defensa. Actualmente es un material que se encuentra en numerosas apli-
caciones de ingenier´ıa por su alta resistencia meca´nica, rigidez, baja densidad
y resistencia a la vibracio´n y a la corrosio´n [8, 6]. El disen˜o de las pro´tesis de
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pie para amputados transtibiales, construidas en fibra de carbono (pro´tesis tipo
FLEX1), como la que se muestra en la figura 1, esta´ teniendo un auge en Lati-
noame´rica dado que esta´ orientado a pro´tesis que puedan ser fabricadas a gran
escala y con menor costo econo´mico de manera que sean accesibles a sectores so-
ciales con menores recursos. En el disen˜o y modelamiento de estas se utiliza una
curvatura que permite un almacenamiento ma´ximo de energ´ıa [8, 6]. Estas curvas
son el resultado de la interpolacio´n de un conjunto de puntos que queda deter-
minado por proporciones dadas por datos que tienen que ver con el cuerpo de la
persona que va a utilizar la pro´tesis, y ciertos valores antropome´tricos promedio
de la poblacio´n. El dibujo de la curva se puede obtener mediante la interpolacio´n
Figura 1: pro´tesis de pie tipo Flex
de ciertos puntos clave, cuyos para´metros a tener en cuenta son:
Lb: largo entre los brazos extendidos.
H : altura medida desde la cabeza hasta la base del mun˜o´n.
Lf : medida desde la ingle hasta el centro de la rodilla.
Lm: largo del mun˜o´n, desde la rodilla hasta la base del mun˜o´n.
p: per´ımetro del mun˜o´n, medido en el sector ma´s ancho del mismo.
Lp1: largo del pie desde el centro del tobillo hasta el punto de apoyo en el
metatarso.
1http://www.iton.es/protesis-deportivas.html
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Lp2: medida desde el punto de apoyo en el metatarso hasta el extremo de los
dedos.
LDedo: distancia entre el piso y la un˜a del dedo gordo.
Escala: factor para calcular la medida faltante de la pierna.
Angulo: a´ngulo que forma el pie con el piso en el punto de apoyo
Con estos parm´etros se calcula lo siguiente:
• y1 = Lb − h − Lm. La altura estimada que deber´ıa tener el joven usando
las proporciones a´ureas. Estas proporciones universales son a partir de la
referencia del hombre del Vitrubio (dibujo de Leonardo da Vinci que sirvio´
para ilustrar el libro ”La Divina Proporcio´n” de Luca Pacioli).
• y2 = Lf ∗1.5. La altura estimada que deber´ıa tener el jo´ven usando medidas
antropome´tricas propias de la poblacio´n a la que pertenece (datos de la
O.M.S.).
• yp = (y1 + y2)/2. Media aritme´tica de la altura.
• r = p/(pi ∗ 2). El radio del mun˜o´n.
• y3 = tgte(angulo) ∗ Lp1. La distancia del suelo al pie sobre la vertical de
referencia 0.
Con estos valores se construyen dos vectores de seis componentes:
x(1) = −r − placa; x(2) = x(1); x(3) = −Lp1;
x(4) = 0; x(5) = Lp1; x(6) = Lp1 + Lp2;
y(1) = yp; y(2) = Lm; y(3) = 12;
y(4) = y3; y(5) = 0; y(6) = Ldedo;
4 El proyecto
El proyecto consiste en disen˜ar un trazador de curvas en el cual, a partir de los
datos ingresados, el programa arroje el gra´fico de la curvatura buscada. Estos
puntos se podr´ıan interpolar mediante otras te´cnicas, pero el hecho de buscar
curvas con el ma´ximo grado de suavidad posible evidencia la importancia de la
utilizacio´n de splines en este tipo de problemas.
A trave´s de un dominio de 6 puntos igualmente espaciados en el intervalo
[-1,1] de un dominio t se interpolan por separado los vectores x e y descriptos
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en la seccio´n anterior. Una vez generados los dos splines en los planos t-x y t-y
respectivamente, la traza que buscamos es la de puntos que se forma en el plano
x-y.
El co´digo correspondiente una vez ingresados los para´metros y las ecuaciones,
y utilizando las rutinas de Matlab spline, ppval y plot, es
n=length(x);
t=[1:1:n];
u=spline(t,x);
v=spline(t,y);
xx = linspace(1,6,101);
plot(x,y,’o’);
hold on
yu=ppval(u,xx);
yv=ppval(v,xx);
plot(yu,yv)
hold off
Consideremos un par de experimentos a modo ilustrativo. Los valores vienen
dados por la siguiente tabla:
Lb H Lf Lm p Placa Lp1 Lp2 Ldedo Escala Angulo
Exp. 1 182 117 28 20 29 3.54 13 6 2.5 1.5 pi
180
25
Exp. 2 170 90 10 18 15 3.54 10 3.5 1.5 1.5 pi
180
15
Los perfiles obtenidos son los que se ven en la figura 2.
El trazador a trave´s de splines se puede plantear como una actividad de u´nico
intere´s acade´mico, pero el hecho de ser directamente aplicable a un problema
de actual estudio y desarrollo permite un planteo con una motivacio´n diferente
para los alumnos. La motivacio´n de los estudiantes es un tema tratado por di-
versos autores en el a´mbito de la ensen˜anza. Desde diversas posiciones teo´ricas
e investigaciones recientes se ha enfatizado en atender no solamente los aspectos
cognitivos implicados en el aprendizaje, sino tambie´n a los componentes afectivos
o motivacionales. Al mismo tiempo en contextos acade´micos los aspectos moti-
vacionales estar´ıan vinculados con las razones por las que un estudiante decide
llevar adelante una tarea, con la persistencia en su realizacio´n y con el esfuerzo
invertido para resolverla [9]. No es fa´cil transmitir la utilidad de lo desarrollado
acerca de los me´todos nume´ricos en el a´mbito de los primeros an˜os de la car-
rera universitaria donde al alumno se le puede generar la sensacio´n de que los
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Figura 2: Curvas obtenidas con los datos de la tabla
contenidos de las asignaturas no son importantes para la pra´ctica profesional.
5 Conclusiones
En este trabajo se presenta un proyecto atractivo por lo actual del problema
que se intenta resolver pero sin una complejidad que lo haga inabordable para
alumnos de los primeros an˜os en ingenier´ıa. El modelo matema´tico que se utiliza
para el disen˜o de la pro´tesis es una interesante aplicacio´n para la resolucio´n del
problema de interpolacio´n, y por su dimensio´n pone en evidencia la necesidad de
utilizar un programa de computacio´n para resolverlo. Permite analizar por que´
el me´todo de splines aparece como ma´s conveniente en este tipo de problemas,
logrando resultados precisos a trave´s de un entorno de programacio´n amigable
como es Matlab. La experiencia realizada con los alumnos muestra que se trata
de un buen ejemplo de co´mo un problema real impone no so´lo la utilizacio´n
de algoritmos nume´ricos, sino tambie´n implementaciones eficientes que permitan
obtener resultados confiables en tiempos razonables. Finalmente la estrategia
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pedago´gica que se propone busca un proceso de ensen˜anza que logre la motivacio´n
de los estudiantes y facilite el pensamiento cr´ıtico. Esto depende, en gran parte,
del intere´s que logre despertar el problema seleccionado y por eso destacamos la
necesidad de elegir buenos problemas.
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